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1. Introduction

Une structurek-symplectiquesur unevariétédifferentiableM de dimension
n(k+ 1) estun (k+ 1 )-uplet (co’ ..., &; E) danslequelE est un sous-fibréde
TM intégrabledecodimensionn et co1, ~ aY’ sontdesdeux-formesferméess’an-
nulant surles sectionsdeE et dont les sous-espacescaractéristiquessonttrans-
verses.

Ceci genéralise,dansle cadredessystèmesextérieurs,la notion de structure
symplectiqueofl l’on amisen evidenceun feuilletagelagrangien(ce qui corre-
sponda la notion de polarisationréelleau sensde Molino [12]). Desgénérali-
sationsquelquepeuanaloguesavaientdéjàétéproposées;citonsparexemplecelle
de Nambupourmodéliserunecertainemécaniquestatistique,le modèledonné
parYaglomrelatif auxequationsdel’optique deHamilton.

L’approchelinéaireetalgébriquedesstructuresk-symplectiquesaéte faitedans
la ref. [2]. Ons’interessesurtoutdanscepapiera l’existencedecesstructuressur
desvariétésen commencantpar le cas invariantet l’étude desespaceshomo-
genes.Ceciconduitadonnerunegénéralisationdelaquantificationgéométrique
deKostant—Souriau.

Soitdonc unevariétéM munied’une structurek-symplectique,un groupede
Lie connexeGlaissantcettestructureinvariante.La variétéM estalorsappelée
G-espacek-symplectique.Si l’action surM estdepluseffectiveetmunitM d’une
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structured’espacehomogenek-symplectique,alors, si g désignel’algebrede Lie
de Gon démontre:

1. Les élémentsX deg dontleschampsfondamentauxXM sontdessectionsde
E formentunealgebredeLie abéliennel)~tel qu’en chaquepointx0 deM, l’es-
pacetangentaufeuilletagesous-jacentaE enx0 estformépar lesvecteursXM(xO)
pourlesquelsXappartienta~

2. A un G-espacek-symplectiquestrict M sontassociésdescocycles/31, ...,

deg dansP tels que:
(i) Sifl’, ..., /3/c sontdescobords,alorsMestun G-espacehamiltonien.
(ii) Si l’une aumomsdesclassesdecohomologie[/3~]est non nulle, ii existe

un groupedeLie connexeetsimplementconnexec~7~tel queM soitun ~-espace
hamiltonien.LorsqueM=P’~’~’~ etGestle groupeadditifW”’~’~agissantsur
M partranslations,les classes[/11] .., [/3k] correspondantesne sontpastoutes
nulleset le groupe~ estle groupede Heisenbergd’ordre k au sensde Gozeet
Haraguchi[5].

3. Toute G-orbite coadjointe0= GJ(x) (xeM) est munie d’une structure
canoniquedevariéték-symplectique.

4. L’applicationmomentJestdifferentiable,equivarianteetdéfinit un revête-
mentdeM suruneG-orbitecoadjointe0= GJ(x) (xeM), enplus, elle échange
lesstructuresk-symplectiquesdecesdeuxvariétés.

2. G-espacesk-symplectiques

SoientM unevariétédifferentiablede dimensionn (k+ 1) munied’un feuille-
tage~ de codimensionn et co’, ~ cok desdeux-formesdifférentiellesfermées
dont les sous-espacescaracteristiquesen tout pointx deM serontdésignéspar
C~(Wa)[4]

Le sous-fibrédeTM défini par lesvecteurstangentsauxfeuillesdeF seradé-
signéparE, l’ensembledessectionsdu M-fibré TM—~M(resp.E—~M)seradé-
signépar ~ (M) (resp.I’(E)) etl’ensembledesp-formesdifférentiellessur M
seradésignepar¶uI?(M).

Saufmention du contraire,la variétéM serasupposéeconnexeet paracom-
pacte,ettousles élémentsintroduitssontsupposesde classeC°°.

Onsupposequele (k+ 1 )-uplet (co’, ..., wk; E) définit unestructurek-sym-
plectiquesurM, c’est-à-direquepourtoutpointx deM lespropriétéssuivantes
sontsatisfaites:

Cx(wt)rr..nCx(cok)=(O) , (2.1)

Va (a= 1, ..., k), VX, Yef(E), w~(X~,Y~)=O. (2.2)

Rappelons[21 quedanscesconditionsil existeau voisinagedetoutpointdeM
un systèmedecoordonnéeslocalesditesadaptées(x a, x~),1 ~ a ~ k, I ~ s ~n tel
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queles formesWa soientreprésentéespar

= ,~, ~ A

Un champde vecteursX sur M estun automorphismeinfinitesimalde ~ Si au
voisinagedetoutpointdeM legroupeaun paramètrelocal associé~X respecte
le feuilletage~.

On désignepar 2’(M, ~) l’algèbrede Lie desautomorphismesinfinitésimaux
de ~.

Un automorphismeinfinitesimalde ~ seraappelésystèmehamiltoniensi les
formesdePfaff i(X)co1, ~ i(X)w” sont fermées.

Ii résultede la definition de ladérivéede Lie quepourqu’un automorphisme
infinitesimalX de~ soitun systèmehamiltonienil estnécessaireet suffisantque
£~w’= ... = £~W”= 0.

Soit j l’application ~ (i (X)co’, ..., i (X) cok) de ~T(M) dans ~l ‘(M) x
x~I’(M) (k-fois),oüi(X)coaestleproduit intérieurdeXparladeux-formeWa.

Pourtout systèmehamiltonienX et pour tout x de M, il existeun voisinage
ouvert U de M et uneapplicationHeC~’(U, ~~‘) vérifiant dans U l’égalité
j(X) = — dfL LorsqueU= M, l’applicationH seraappeléeapplicationhamilton-
iennede X et le systèmehamiltonienX seradit strict. Inversement,si H estune
applicationhamiltoniennec’estadire queH estun élémentdeC~(M, pk) yen-
fiant dJlej(2’(M, F)), il existeun uniquechampde vecteurssurM, noteXH et
appelesystèmehamiltonienassociéaH, tel quej (XH) = — dH.

Ondésignepar~, (M) (resp.~ (M) (resp.~*‘ (M)) l’ensembledesapplications
hamiltoniennes(resp.dessystèmeshamiltoniens(resp.dessystèmeshamilton-
iensstnicts))de lastructurek-symplectique(w’, ..., wk;E).

Proposition 2.1. SoientH, K desapplicationshamiltonienneset XH, XK les sys-
tèmeshamiltoniensassociés.LecrochetdeLie [XH, XK] est un systèmehamilton-
ien;etplusprécisémentl’application notée~H,K) deM dansPk definiepar

{H,K}=—(w’(XH,XK), ...,wk(xH,xK))
satisfaita

[XH, XK] =X{HK}.

La correspondance(H, K) ~-+ {H, K} nouspermetdemunir~, (M) d’une struc-
tured’algèbredeLie dedimensioninfinie.

2.2. Avec l’hypothèseM connexe,on alasuiteexacted’algèbresdeLie

0~pk~, ~,(M) —~-~
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oü v(H)=XH.

2.3. Danslesnotationsci-dessuson alespropriétéssuivantes:
(i) .~°(M)estun idealde~3(M),
(ii) [c3(M),~(M)]~r(M).

En effet pourtoutX et Ydans~ (M) on a:

i([X, Y])w’~=[~x j(y)]~a~f~(j(y)~a).. _d(wa(X,Y)),

done [X, Y]e~(M).
Soient G un groupede Lie connexed’algebredeLie g etM unevariétédiffe-

rentiableconnexede dimensionn(k+ 1) munied’une structurek-symplectique
(w

1, ..., wk;E). On supposequeGopèredifférentiablementagauchesurM par
GxM—~M.PourtoutgaG, on designepar cog le difféomorphismex—~ço(g,x)

deM.

Definition 2.4. On dit queM estun G-espacek-symplectiquesipourtoutgo Get
xeMona:

(i) Va (a= 1, ..., k), w’~=w’,
(ii) ((Og)~Ex=Eç~,(g~).

Si de plus l’action de G sun M est transitive,on diraqueM estun G-espacek-
symplectiquehomogène.

PourtoutXeg, on designeparXM lechampfondamentalassociéaxpar l’ac-
tion deGsurM. Le champdevecteursXM estdéfini par:

“IxoM, XM(x)=d/dtI(=O~’(exp(tX),x).

PourtoutXeg lechampdevecteursXM estcompletetlacorrespondancea:X~-~XM
deg dansX (M) estun anti-homomorphismed’algèbresdeLie; etsi deplusl’ac-
tion deGsurM esteffectivealorsaestinjective[13].

Soit xeM.On désignepar Gx la G-onbitedex et pan G~le sous-grouped’iso-
tropiedex relativementa cetteaction.G~estun sous-groupeferméde Get l’es-
pacehomogèneG/G~admetunestructurenaturelledevaniétédifferentiable;on
conviendrademunirlaG-orbiteG’x delastructuredevariétédifferentiablepour
laquellelabijectiong G~i-+ço(g,x) de G/G~surGx estunisomorphismedevan-
étésdifférentiables.

PourM nonnécessairementconnexeet xaM, l’espacetangentT~(Gx) de la
G-orbiteGxen un desespointsy estformépar les élémentsXM(Y) telsqueXeg
etl’algèbredeLie g~dugroupeG,~estforméepar lesvecteunsX de g pourlesquels
XM(x)=0 [6].

Ii existeuneactionnaturelledu groupe G sun Hom~(g,P”~)dite coadjointe
induisantle casusuelpourk= 1; unetelleactionestdéfinie par:
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VgeG, VfeHom~(g,P”~),VXo~, <Adf),X><fAdg_i(X)>

lesorbitesdecetteactionserontappeléesG-orbitescoadjointes.
La relation (i) de ladefinition2.4 donne:

2.5. Soit M un G-espacek-symplectique.Pourtout Xeg, le champde vecteurs
XM estun systèmehamiltonien.

Definition 2.6. Un G-espacek-symplectiqueM seradit strict si pourtout Xap-
partenanta g,le champdevecteunsXM estun systèmehamiltonienstrict.

Proposition2.7. Pour qu’unG-espacek-symplectiqueM soil strict, ii estnécessaire
etsuffisantqu’il existeunebase(Xs), 1 ~sc~p (p=dimg), telle queles champs
devecteursfondamentauxqui leurssontassociésX)~,..., X~soientdessystèmes
hamiltoniensstricts.

Proposition2.8. Un G-espacek-symplectiqueM eststrict danschacundescas
suivants:

(i) Le groupedecohomologiedeDeRhamH’ (M, P) est trivial.
(ii)gvérijIe [~,g]=g.

Demonstration.SoientM un G-escapek-symplectiqueet X un élémentde g. Si
[g, g] = g, ii existeun ensemblefini I d’indicesetdeschampsdevecteursXs, ysog
(sal) tels queX=~5~1[X

5, }TS] etpar consequenton aXM= —~
5~1[X~,Y~1].

La propriéte(ii) de2.3 etlaproposition2.5montrentque [X~, Y~,I1a~*’(M)
pour tout sal, et par consequentXM est un systèmehamiltonienstrict, cequi
montrel’assertion(ii).

L’assertion(i) estuneconsequenceimmediatedeladefinition. E

Definition 2.9. SoitM un G-espacek-symplectiquestrict. On appellerelèvement
deM un homomorphismed’algèbresdeLie Jde g dans~,(M) tel quepour tout
Xeg le champdevecteursXM estle systèmehamiltonienassociéa l’application
hamiltonienne— J(X).

Definition 2.10. Un G-espacek-symplectiquestrict munid’un relèvementJsera
appeléG-espacehamiltonien.

Definition 2.11. Soit M un G-espacehamiltonienmuni d’un relèvement.1. On
appellemomentdeJ l’application.7 deM dansHom~(g pk) définiepar

VxeM, YXeg, J(x)(X)=J(X)(x).
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Exemple2.12. Considéronsl’espace reel pn(k+ 1) muni descoordonnéescarte-
siennes(x’~’,xs), 1 ~<a~<k,1 <~s~<n,etdesa structurek-symplectiquecanonique

w”; E) définie par les deux-formes

(a=1,...,k)

etparlesous-fibréE deTP~
0~’~défini par dx’ =...=dxn=0.

Soit M l’espacepnkX (Pfl\ (0)) muni de la structurek-symplectiqueinduite
parlastructurek-symplectiquecanoniquedepn(k+ 1). L’action naturelledugnoupe
k-symplectiqueSp(k, n; P) [2] sunM esteffective.

Rappelons[2] quel’algèbre deLie sp(k, n; P) du groupeSp(k, n; P) estfaite
dematricesdu type:

A 0X= A Ski (i)

0 —‘A]

oüA,S,, ..., Sksontdesmatricesnxn avecS,, ..., Sk symétriques.
(ii) M estun Sp(k, n; P )-espacek-symplectiquehomogènestrict.
SoitXesp(k,n; P); lechampfondamentalXMassociéaXpanI’action deG sun

MestdonnéparXM(x)=Xx; etpourx= (x”, x5), 1 ‘~a~k,1 ~sc~n, apparten-
antaMon a

XM(x) = ~( ~( ~ (Usj.~’+ SasiX’) — U
15X’

S 3, a I x x

nf kfn8ç aa a
= ~ ~ ~

s=I a=1 J

1 ax ~.,xs

avec

n in
= — ~ u~

5x’, ga= — — ~ Sas1X
5X’.

Xestunematricedu type(i) etu~,(resp.Sw,), 1 ~ i,j~n, sontles coefficientsde
A (resp.Sa).

Ii enrésultequel’applicationHdeMdanspkdecomposantes

H~=~ ..., xn)xa~+ga(xI,..., xn)

estuneapplicationhamiltoniennedeXM [21.
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La correspondanceXi-. — H permetde definir gracea la constructionprécé-
dente,uneapplicationJ de sp(k, n; P) a valeursdans~,(M) satisfaisantaux
propriétessuivantes:

(iii) J(X)(0)=0, VXesp(k,n;P),
(iv) VXesp(k, n; P),XJ(x)= —XM,

(v) Jestun morphismed’algèbresdeLie desp(k,n; R) dans~(M); i.e. queJ
confèneaMunestructurede Sp(k,n; P)-espacehamiltonien.

La composante7a (a= 1, ..., k) del’applicationmomentdu relèvementJest
l’applicationdeM~valeursdansHorn,,(sp(k, n; P), ~k) définiepar:

fn l~
VxeM VXesp(k, n; P) Ja(x)(X) = ~ u,5X’x”+ ~ ~

s,j=I

aveclesnotationsci-dessuspourx etX.

En utilisantladefinition d’unsystèmehamiltonienon obtient:

Proposition2.13. SoitM un G-espacek-symplectique.Pour toutHE~, (M) etgaG,

çoHe~(M);etplusprècisémenton a:

X1,.H=(co~’)~XH.

Corollaire 2.14. Si Mestun G-espacehamiltonienmuni d’un relèvementJalors
pourtout Xeg etg~G on a:

X~,(x)= (ço,~‘)*XJ(x).

Il résulte,delaproposition2.13, le

Corollaire 2.15. SoitM un G-espacek-symplectique.Pour tout gaGl’application
co definitun isomorphismed’algebresdeLiede~(M) danslui même.

RappelonsquepourtoutXeg, gaGet tePon aexp(tAdgX)=gexp(tX)g’
[18]. Endérivantparrapporta t on obtient

(ç0g)*XM (MgX)M,

et,donc,siMestun G-espacehamiltonienadmettantJpourrelèvement,alorson

alarelationsuivante:
VXeg, VgEG, X(~g_l)~J(X)= (AdgX)M, (2.3)

cequi estequivalentadire quepourtoutgaGetXeg l’application

O(g)(X)= (1 )*J(X) J(AdgX) (2.4)
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définiesurMet avaleursdanspk estconstantesurM, etdoncil existeuneappli-
cationdifferentiablede G dansHom,,(g, pr), notéeégalernent0, telle que pour
tout gaGetxaMonait:

0(g)=J(~g_i(x))—Ad_i(.7(x))

Soitcl’applicationdeg dansHom,,(g,pk) définiepar:

VgaG, c(g)=0(g’).

Pourtoutg,, g2aGetxaMona:

c(g,g2)=J(cogi (co5~,(x)) —Ad~(Ad2(J(x))

=J(Ogi (q~(x))—Ad~(J((Og~(X))

+Ad1(J(ço~(x) ) —Ad, (Ad2(J(x))

=c(g,)+Ad1(c(g2))

doncles composantesc’~dec (qui sontdesapplicationsdeGavaleursdansg*)
sontdesun-cocyclesde Gpourla representationcoadjointe[11], et par consé-
quenton a:

VgaG, c~=Adoc~oL~_i,

oü c~estla differentielledel’applicationc aupointg, eestl’élémentneutredeG
etL estla translationagauchedugroupeG.

L’application0 satisfaitlapropriétésuivante:

VgaG, VX,Yeg, 0(g)([X,Y])=0. (2.5)

En effet on a

J(Adg[X, Y])=J([AdgX,AdgY]){J(AdgX),J(AdgY)}.

0(g) (X) et0(g)(Y) étantconstantessurM, d’oü

~J(Adg[X, Y])={(cog_i)*J(X), ((Og_l)*J(fl}((Og_l)*{J(X),J(Y)}

=(cog_i)*J([X, Y])

et,donc,0(g)([X, y])=0.

Proposition 2.16. Pour tout Xag et gaG,0 est constantesur la courbe y(t) =gx
exp(tX).

Demonstration.Pourtout Yeg on a:
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(~0(y(t) )~)(Y)

= ((9~gexp~tx~-i)*J( Y) _J(Adg[X, Y])

=dJ(Y)~(~(coexp(_tx) °9g-’)~ )J(Adg[X, Y])

=—dJ(Y)(XM)~co~J(Adg[X, Y])

=(co)’{J(X),J(Y)}—J(Adg[X, Y])

=(ço)’J([X, Y])_J(Adg[X, Y])=0(g)([X, Y])0.

Y étant quelconque,donc (d/dt)0(y(t))110=0 et la propriétéest demon-
tree.

La propositionprécédentemontreque0~=0, et,donc,c~=0,panconsequent
c’ = 0 pourtoutgaG.Ceciétant,0estconstantesurlescomposantesconnexesde
G; Gétantconnexe,donc0 estconstantesun G, par suiteon a:

VgEG, VXE9, 0(g)(X) =0(e)(X) =J(X) —J(X) =0,

doncco o JJoAdg pourtoutgaGetXag; cequi estequivalenta

VgeG, Jocog=Ad;J, (2.6)

J étantl’applicationmomentassociéeaurelèvementJ.

La relation (2.6) signifie quel’applicationmomentest equivaniante.

Proposition 2.17. [15]. SoientM un G-espacehamiltonien,Ha~(M)G-invar-
iant, i.e., H(ço(g,x) ) =H(x) pourtoutxeMetgaG.AlorsJestconstantesurles
trajectoiresdu champdevecteursXH.

SoientMun G-espacek-syrnplectiquestrict, X’, ..., X” unebasedeg et H’,
H” desapplicationsharniltoniennesdeX~,..., X~respectivement.

L’applicationP-linéaineJ0 deg dans5(M) tellequeJ0(X’) = —H’ pourtout i
(i = 1, ..., p) satisfaitla relationXJ0(x) = — XM pourtoutXe g; si J0 estun morph-
ismed’algèbresdeLie alonsMestun G-espacehamiltonien.

Supposonsque.10 n’estpasun morphismed’algebresdeLie etconsidénonsl’ap-
plication1udegxgdans5(M) définiepar:

V(X,Y)egxg, ~u(X,Y)={J0(X),J0(Y)}—J0([X,Y]). (2.7)

Pourtout (X, Y)ag~g on aX~(xy)=0, donc,it(X, Y) estconstantesunMet par
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consequentu définit uneapplicationP-bilinéaireanti-symetrique/3de gxg aVa-
leunsdansplc

Proposition 2.18. On a
(i) öfl=0.
(ii) S’il existe aeHom,,(g,pk) tel que/3=öct, et en particulier si le groupede

cohomologie de De RhamH2(M, P) est triviale, alorsM admetun relèvement(qui
n‘estpasuniqueengeneral).

(iii) SiH2(M, P) = {0} et [g, g] = g, leG-espaceMpossèdeun relèvementunique.
(iv) Si /3 n’est pas un cobord, ii existe un groupe de Lie connexeet simplement

connexe ~ d’algèbre de Lie ~ = g x pk pour la loi d’algebre de Lie

B((X, T), (Y,S))=([X, Y],/3(X, Y))

tel que Msoil un ~p-espacehamiltonien.

Demonstration. Pourtout Z1, Z2, Z3egon a:

ö/3(Z’, Z2, Z3)= —fl( [Z’, Z2], Z3)+fl( [Z’, Z3], Z2) —/1( [Z2, Z3], Z’)

= —{J
0( [Z’, Z

2] ), J
0(Z

3)}+{J
0( [Z’, Z

3] ), J
0(Z

2)}

etpourtout a (a= 1, ..., k) on a:

{J
0( [Z’, Z

2] ), J
0(Z

3)}’~

= —co’1( [Z’, Z2]M, Z~)= (i(Z~)wa) ( [z1 ~

= — [Z’, Z2]M(J8(Z3))= [Zk, Z~](J~(Z3)

F V V 11 TaI’73
= L”Jo(Z’), /~Jo(Z2)J~

_v (paj’73\.. (•(‘73 \ a\jV
“-{Jo(Z’),Jo(Z2)}’.~ 0k~ ) — — 1,l~,~~MJW/ ‘.~“-{Jo(Z1),Jo(Z2)}

= _Wa(X{JO(Zl ),Jo(Z’)}~ XJO(z3))= —{{J
0(Z’), .10(Z

2)},J
0(ZS)}a,

donc

~J0([Z’, Z
2] ), J

0(Z
3)}= —{{J

0(Z’), J0(Z
2)}, J

0(Z
3)}

par consequenton a:

~fl(Z’, z2,Z3)={{J
0(Z’), J0(Z

2)},J
0(Z

3)}—{{J
0(Z’),J0(Z

3)},.1
0(Z

2)}

+{{J
0(Z

2), .J
0(Z

3)}, .J
0(Z’)}=O

etl’assertion(1) estdemontree.
Supposonsqu’il existeaa Horn,, (~pk) tel que/3=öa,et soitJ l’applicationde

g a valeursdans5(M) définiepar:
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VXag, VxaM, J(X)(x)=J0(X)(x)—a(X)

PourtoutX, Yeg etxeMona:

({J(X),J(Y)}—J([X, Y]))(x)

={Jo(X),Jo(Y)}(x)—Jo([X, Y])(x)+a([X,Y])

=u(X, Y) (x)+a( [X, Y])=/3(X, Y)+a([X, Y])

=öa(X, Y)+a([X, Y])=0.

L’application.1définit bienun relèvementdeM, cequi montrel’assertion(ii).
SupposonsqueH

2(M, P)= {0} et [g,g] = g. Laproprieté(ii) montrequeleG-
espaceMadmetaumomsun relèvernent.SoientJ

1 etJ2 deuxrelèvementsdeM.
La relationX~,(X) = X~,(X) pourtoutXeg montrequel’application .1, (X) —J2(X)

deMdanspk estconstantepourtoutXeg; doncJ, — J2 définit uneapplicationde
g danspk qui estun homomorphismed’algèbnesdeLie deg dansplc; d’oü

VX, Yag, (J,—J2)([X, Y])=0.

Ce qui montrequela restrictiondel’application J1 — .J~a [g, g] est nulle,et par
consequentJ, —J2=0.

Supposonsque/3 n’est pasun cobord.Soient~ l’espaceproduit ~ = gx pk et
B l’applicationde~x ~ a valeursdans~ définie par:

Vu=(X, T),v=(Y,S)e~p, B(u,v)=([X, Y],/J(X, Y))

B étantuneapplicationP-bilinéaireanti-syrnétrique;La relation ô/3=0 montre
quel’identité deJacobiest satisfaite,donc (~, B) estunealgèbrede Lie réelle.

SoitJ l’applicationde~ dans5(M) définiepar:

Vu=(X, T)e~p, J(u)=Jo(X)+T.

Pourtoutu=(X, T) etv=(Y, S)a~~,on a:

{J(u),J(v)}—J(B(u,v))={J0(X),Jo(Y)}—J0([X,Y])—fl(X,Y)=0,

doncJestun rnorphismed’algèbnesdeLie de~ dans5(M) vérifiant:

Vua~~,XJ(U) = —XM.

Soient~ un groupede Lie connexeet sirnplementconnexed’algèbnede Lie ~
etR~Le sous-groupedeLie connexede ~p ayantpouralgèbredeLie L~= °gx pk

La sous-algèbredeLie ~ estun ideal de ~, doncfl,~estun sous-groupenormal
de ~p. La varietequotientGp/Rpest un groupede Lie connexeet simplement
connexe[14] dont l’algèbre de Lie est isomorphea g; donc [181 il existeun
revêternentdifferentiablep:G/R~-.G.

Soit~ l’applicationde~p dansGdéfiniepar:

V~a~fl,~(~)=p(,~flp).
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LegroupedeLie ~ opèredifférentiablernentsurM pan:

~ VXEM, ~c~,x)=co(p(~),x).

Parrapporta l’action ~ on a:

Vu=(X, T)e~p, XJ(U)=—u,,~,=—X~,l,

i.e. queparrapportacetteaction,Jestun relèvernentdu ~p-espaceM, et, donc,

Mestun ~-espace harniltonien.

Exempled’application2.19. Soit M l’espacenée!pn(k±l) muni desa structurek-

symplectiquecanoniquedéfinieen 2.12.Le groupeadditifG= pn (k±l) opènedif-
férentiablementettnansitivementsurM panl’applicationç définiepar:

VgeG, VxaM, ~(g,x)=x+g.

Cetteactionesteffective (elleestmêmelibre).
L’algèbnedeLie g du groupedeLie Gestl’espacepn(k+l) munide sastructure

tniviale d’algèbre de Lie, les actions adjointe et coadjointede G sur M et
Horn,,(g, P”) respectivementsontégalernenttriviales.

Pourtout Xeg, le champfondamentalXM associé~X par l’action définieci-
dessusesttel queXM(x) =Xpour toutxaM.

(1)La variétéM estG-espacek-syrnplectique.
La famille (a/ax°’,ô/~f, 1 ~<a~<k,1 ~ n, définie panles derivationsasso-

ciéesau systèmedecoordonnéescartésiennes(x”, XS),1 ~ a ~ k, 1 ~s~ n, estune
basedeg.

LesapplicationsHaj Ct II~(1 ~ a ~ k, 1 ~ n) deMdansP’~définiespan:

Haj(X)(ô~,~X~, ~ , fI,(x)(x”, ...,x”~j)

satisfonta

XH~=(8Iôx’)A1, XHJ=(ä/ôx)~f.

SoitJ
0 !‘applicationP-linéairedeg dans5(M) définie pan:

.Jo(~XaiaIaxai+ ~ X3a/axJ)=_(~XaiHai+ ~ XJHai).

L’applicationJ0 vérifie XJ0(x)= — XM pourtoutXeg, doncM est un G-espacek-
syrnplectiquestrict.

Le fait queg soitunealgèbredeLieabélienneetque5(M) nelesoitpasmontre
queJ0 n’est pasun homomorphismed’algèbresde Lie et que l’application /3
(proposition2.18) n’estpasun cobord.

L’algèbrede Lie ~ étantleproduit ~ = g xpk muni de Ia loi d’algèbnede Lie
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définie danscecaspar:
(2) Vu=(X, T),v=(Y,S), B(u,v)=(0,/J(X, Y)),avec/3(X, Y)={J0(X),

JO(Y)}—JO([X, Y])={J0(X),J0(Y)}.
Soit 1?(n,k) l’espaceR(n, k)=Pt1U~l)XPk dontla loi de groupeestdonnée

par:
(3)

Vu=(X,T),v=(Y,S)eH(n,k), uv=(X+Y,T+S+~fl(X,Y)).

(4) Proposition. R(n, k) est un groupe de Lie connexe et simplement connexe
ayantpouralgebre de Lie ~ et est isomorphe au groupe deHeisenbergH(n, k)
d’ordrekausensdelaref[5].

Rappelonsquele groupede Heisenbergd’ordnek au sensde Goze-Haraguchi
[5] estlesous-groupeH(n, k) de G1(k+n+ 1, P) formé desmatricesdutype:

[1k P Ti
(P,Q,T)=I 0 ‘n QI~

[0 0 1]

oU ‘k (resp.In) estlamatniceunited’ordrek (resp.n),Punematniceréellekxn
etT (nesp.Q) estunematricecolonned’ordnek (resp.n).

Le groupede Heisenbergd’ondrek estun groupede Lie nilpotent connexeet
simplementconnexede dimension(k+ 1 )n+k dont le groupedénivécoincide
aveclecentre[5].

L’algèbrede Lie b(n, k) du groupede HeisenbergH(n, k) d’ondrek est faite
dematricesdu type:

[0 XT1
(X,Y,T)=I0 0

[0 0 0]

oüX estunernatriceréellekxn, T et Ysontdesmatricescolonnesd’ordre ket n
respectivement.

L’application (X, Y, T)~-. ((X, Y), T) de b(n, k) dans~ esten fait un iso-
morphismed’algebresde Lie.

IL résultedelademonstrationde (iv) delaproposition2.18 que
(5) L’applicationJdeb ( n, k) dans5(M) définiepar:

V(X, 1’, T)eb(n,k), J(X, Y, T)=J0(X, Y)+T

est un relévementM, etdoncMestunH(n, k)-espacehamiltonien.
Le moment correspondantdans ce cas est l’application de M dans

Hom,,(l,(n,k),Pk) définiepar:

VxeM, V(X, Y, T)el)(n,k), .7(x)(X, Y, T) =J0(X, Y)(x)+T.
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3. operation coadjointe associéeaune action hamiltonienne

SoientM un G-espacehamiltonienhomogènemuni d’un relèvementJdemo-
mentJet j~(E)le sous-ensemblede g formé desélémentsX telsque X51eF(E);
~(E) estunesous-algèbnedeLie deg.

Proposition 3.1. SoilxaM. L’espacetangentaufeuilletageI1~aupointxest donné
par:

E~={XAf(x)/Xab
t’~}

De ladefinitionde b(E) on aXM(x)aEXpourtout~
Réciproquementsoit v,aE~.MunissonsLa variétéMdela structuredevaniété

differentiabledéfiniepanle feuilletage~ on peutalonslavoir commeunevariété
de dimensionnkdont les feuilles sont les composantesconnexes.L’espacetan-
gentit Menx pourcettestructuredevariétén’estniend’autrequeE

5, l’opération
de G surMétanttransitive,doncil existeXag tel quev~soit égala XM(x); or
pourla structureinitiale de vaniétédifferentiablede M, XM estunesectionde E
etparconsequentXa~ autrementdit, vX=XM(x) avecXab~.

Proposition3.2. Si l’action de G sur M est effective alors b~est une algèbre de
Lieabelienne.

Demonstration.De laproposition2.5, on a

pourtoutX,Yai)~eta(a=l, ..., k), etpanconséquentona:

(rv Vi \ a_ •(~~ V l\ al~t~t, ~ J~.1JW— —l~.t’~si~ MJ /0)

Ff ~(V \1 a_ f ilV~ \ a~LLXM,ll.1M)JW ~XM’~’~~M/

0)

=d(w”(XM, Y,fl=0

pourtout a (a= 1, ..., k), puisqueX~
1et YM sonttangentsauxfeuillesde ~. La

definition d’une structurek-symplectiquedonne[X, Y]M= 0; l’action de G sun
Métanteffective,on a [X, Y] =0etl’algèbredeLie b(E) estdoncabélienne.

Exemple3.3. Danslecasdel’exemple2.12,b~est La sous-algèbnedeLie tp(k,
n; P) del’algèbredeLie k-symplectiquesp(k,n; P) faite desmatricesdela forme
(i) de 2.12 avecA=0;tp(k, n; P) estun idealabéliendesp(k, n; P).

Pourtout Xeg, on désigneparX” lechampfondamentalassociéa xpar L’ac-
tion coadjointe de G sur Hom,,(g, plc); il en résulte de l’égalité d/dt~0
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Adexp(tX)Y [X, Y] que:

VX, Yag, feHom,,(g,plc) <Y*(f) A’) = — <f [X, Y]> . (3.1)

Soient0 uneG-orbitecoadjointe,f= (f’~), 1 ~ a ~k,appartenanta 0 etX,, X2,
Ydansgtels queXT(J’) =X~(f).Pourtout a (a= 1, ..., k) on a:

<f a [X,, Y]> = <f a, [X, —X2, Y] > + <f a [X2, Y]>

OrX, —X2 estdansl’algèbredeLie gj du sous-grouped’isotropieGf defrelative-
mentit l’opénationcoadjointe,donc

<fa, [X, —X2, Y]> = < [X, _X2)*(f~S),Y> =0,

etpar suite <fa [X,, Y]> = <fa, [Xi, Y]>.
Ceci montrequesun touteG-orbitecoadjointe0 on ak formesdifférentielLes

Ql, ..., Qk dedegré2 définiespar:

vf=(f”)a0,1~<a~<k, VX*(f),Y*(f)aTjO, Va(a=l,...,k),

Q~(X*(f),Y*(f))=_<fa, [X, Y]> . (3.2)

Proposition 3.4. Lesdeux-formesdi.fférentiellesQ~(a= 1, ..., k) dejmniesen (3.2)
sontfermées.

Demonstration.Soientf=(f’
2)a 0, X, Y, Zag eta= 1, ..., k. Les egalites

Q~([X*, Y*],Z*)_Q~([X*,Z*], Y*)+Qy([Y*,Z*],X*)

entnaInentquel’on a:

dQ~(X*,Y*,Z*)=X~(Q~(Y*,Z*))_Y7(Q~l(X*,Z*))+Z~(Qa(X*, Y*))

or

X~(Q~(Y* Z*) ) = ~ (w(Ad~P(tx)(1) = ~ (Q~d~P(lX)(f) ( y*, Z*))

= — ~ KfaOAd(,X) [Y, Z] > = <fa, [X, [Y, Z]]>

avecq.L...Qa(y* Z*); et, donc,

dQ~(X*,Y*, Z*)
<f~ [X [Y,Z]]>_<fa, [1’, [X,Z]]>+<fa, [Z, [X, Y]]>=0

etles formesQ’~(a= 1, ..., k) sont fermées.
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Proposition 3.5. Si l’action de Gsur Mesteffectivealors

VX,Yeb~, VfaO, Va(a=l,...,k), Q~f~(X*(f),Y*(f))=0.

SoientM un G-espaceharniltonienhomogènemuni d’un relèvementJ, .7 le
momentassociéaJetx0un pointdeM. Pourtout xaM, la transitivitédel’action
de G surM montrequ’il existegaG tel quex=~(g,x0) et l’equivaniancede .7
(2.6) donne

J(x)=J(ço(g,x0))=Ad(J(x0)),

cequi montreque:

J(M)=GY(xo),

etdonc .7(M)estuneG-onbitecoadjointe.
SoientfeHom,,(g,P’~),0= Gfune G-onbitecoadjointedefetJfl’application

deL’algèbrede Lie g dansC~(0,R”~)définiepar:

VXeg, VpaO, .Jf(X)(p)=<p,X> . (3.3)

PourtoutXag etxeM, on a:

J*(Jf(X))(x)Jf(X)(J(x))=<J(x)X>J(X)(x),

d’oü

7*,J.J (3.4)

Ii ennésulteque:

3.6. Pour toutXag, larelationJf(X) constantesun0 entraInequeJ(X) estcon-
stantesunM.

L’applicationmomentétantéquivaniante,doncpourtoutXe g etxcMon a:

(LXM)(J(x))

=JTXM(x) =i~(~L0 co(exp(tX),x))

= ~J(co exp(tX),x) ) = AdXP(,X)(J(x) ) =X~(J(x)),

et, donc

J*XM=X*. (3.5)

Lesnotationssontcellesde (3.2).Pourtout X, Yag,faHorn,,(g,pk), paO=Gf

et a (a= 1, ..., k) on a:
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d(J~(X))~(Y~)= ~ J~(X) (Ad~~P(,y)(~)

= ~t=o <Ad~P(lY)(pa), x> = dtL=~<pa Adexp(_iy)X>

<pa [X, ~‘]>

=_Q~(X*(p),Y*(p))=_(i(X*)Q~~)~Y*

ce qui montreque

VXeg, Va (a=l,...,k) , i(X*)Q~=_d(J~(X)). (3.6)

PourtoutXag,faHom,,(g,pk) etO=Gf, La propriété3.6 et Les relations(3.5)
et (3.6) montrentquel’égalité .)I.XM = 0 entraIneque.J~(X)estconstantesur 0,
etdonc,J(X) estconstantesunM, parconsequenti (XM)

0)a = 0 pourtouta (a= 1,

.., k). La definition d’une structurek-symplectiquedonneXM= 0 et l’appLica-
tion Jestuneimmersion;enparticulieron adim(M) ~dim(0).

L’equivaniancede l’application 7 montre qu’alors G~0~ GJ(X0), oii G~,et
Gy(XO) sont les sous-groupesd’isotnopiede x0 et J(x0) respectivement;et donc
dim(M)~dim(O).

Ii en résultequeles composantesconnexesdel’unité G~1Oet G~0)coincident
etpar consequentle groupequotient Gy(XO)/GX0 est discret;cecimontreque la
fibration

dontLa fibre typeGy(~Q)/GXOestdiscrete,est un revêtement.
Ona doncmontréle résultatsuivant:

Proposition3.7. [15]. SoientM un G-espacehamiltonienhomogenemuni d’un
relèvementJdemoment.7 Alors.7(M) estuneG-orbitecoadjointeet1’application
Jdéfinitun revêtementdeMsuruneG-orbitecoadjointe0.

Onsupposequel’action de GsurMesttransitiveet effective.

SoitE~°~lesous-fibréde TOdefini par:

VpeO, E~o~={X*(p)/Xeb~}.

La relation(3.5) etlaproposition3.7montrentquelavaniété0 estdedimension

n(k+ 1) etquele sous-fibréE~°~deTOestdecodimensionn etestintégrable.

Proposition3.8. Soient M un G-espace hamiltonien homogene, x0aM et
f=.7(x0).Alors (Q’, ..., Q”~E~°~)est une structure k-symplectiquesur 0= G~f
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Demonstration.Si pour un point p= (p’~), i c~ac~k, de 0 et Xeg on a
i(X*)wa=0 pourtout a, alors

VYeg, <pa [Y,X]>=<X*(p~~),Y>=0.

Yeta étantquelconques,doncX*(p) =0; ce qui montrequeLa condition (2.1)
deladefinitiond’unestructurek-symplectiqueestsatisfaite.Quantalacondition
(2.2), elle a etedemontreedanslaproposition3.5.

Proposition 3.9. Leshypotheseset notationssontcellesde la proposition3.8. On
a:

(1) la G-orbitecoadjointe0= G~fdefestun G-espacehamiltonienhomogeneet
.J~ en est un relèvement;

(2~) l’application moment .7 est un morphismede variétésk-symplectiques,i.e.
ellesatisfaitauxpropriétéssuivantes:

(i)Va(a=l,...,k),J*Q~=wa,
(ii) .7~(E)=E~°~.

Demonstration.Pour tout X, Ye g, a (a= 1, ..., k) et pe0 on a:
(,,~,;Qa)(X*(p) Y*(p) ) :=Q~~(~)(( Wg)pTX*(P), (Wg)pTY*(p))

avecWgAd, on

(Wg)~X*(P)= ((~g)~X*)p= (AdgX)*(p)

donc

(w;Qa)~(X*(p) Y*(P))=Q~,g(p)((AdgX)*(P),(AdgY)*(p))

= — <pa, Adg~i([AdgX, AdgY])>

.<pa, [X Y]>=Q~(X*(p), Y*(p)).

Onadoncmontréquelacondition (i) de La definition2.4estsatisfaite;quanta
la condition (ii) elle provient de (3.5).

La propriete(3.6) montrequel’orbite 0 estun G-espacek-symplectiquestrict.
PourtoutX, Yeg,a(a=l,...,k)etpeOona:

{Jf(X),Jf(Y)}(p)=—(Qj,(XJf(x),XJf(y)), ...,Q~(Xjf(x),XJf(y)))

=_(Q~(X*(p),Y*(p)),...,Q~(X*(p),y*(p)))

=<p, [X, Y]>=Jf( [X, Y])(p)

doncJ~est un morphismed’algèbresde Lie de g dans5(0), et par suite,La G-
orbite coadjointe 0 estun G-espacehamiltonienhomogène;ce qui montre (1).

Montrons la propriété(2).La relation (ii) provientde (3.5) etla proposition
3.7.
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Soient maintenant X, Yeg,x0eMeta= 1, ..., k.On a:

(7*Qa)XO(XM(XO) YM(xo))

=Q~(XO)((J*XM)(xo),(J~YM)(xO))

=Q~(XO)(X*(J(xo), Y*(J(xo))=_<(Y(xo) )a[X, Y]>

<Ja([X, Y]),XO>=_{J(X),J(Y)}a(XO)=W~O(XM(XO),YM(xO))

D’oü (i), ce qui achèvelademonstration.
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